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r«iUl<|lir qMMita» AalU ■tMtU. 



Unter einer karmaHhdtM Biike versteht man eine Reihe, deren Glieder gldeUiolie Pto- 
teoien der Glieder einer «lithmetUchen Reihe sind, nämlich 

a, (a + *)', (a + 2 b)\ (a + 3 b)\ . . . 
Den ersten Veniuch, eine solche Reihe algebraisch zu aiumoiren, machte Jakub L 
Bernonlli in «einem poaötnmen Werk: Ar* tti^eelmilt tH- wo er ^ Smnme 

l* + jr + 8r+... (n~l)* (1) 

nach Potenzen von n entwickelt, unter der Voraussetzung, dass « eine ganze Zahl sei. Er 
entdeckte hiebe! die jetzt not?» seinen Namen tragenden in der Analysis hSufig g'-hrauchten 
Zahlen. Kaabu nannte den Ausdruck, den jener für diej^e Summe erhielt, die Jahuä-beritoutü- 
tah» AmMm von e, und nnterenclite ilire Bägensoliaften in den jUthandlungen: Di« UM-Btr^ 
nmtUiteke Funlttion (Zürich 1848), Zurückführ ung emiger Summen etc. (Crellt^t Journal für MaÜiemaük 
B. 42), sowie in «einen mathvmatiichen Mittheitungen [Zürich f857 und fB58) in mehreren Aufsätzen 
und machte davon iuteresaante Anwendungen auf die Ausoiittlung der Werthe bestimmter 
. Ibt^pwlen. 

Eulcr war nach BemoulH der er:^to, welcher mit Erfolg aiwgedchntere UhtertUfduingen 
über harmoniäche Reihen aufteilte, und zwar über difyenigca von der Form 

wo « eine peeitive ganu Zahl bedeutet. Br seifte^ daee diese Reihen divergent aind, wenn 
' ^ 1, dass sie im Fall der Konvergenz sich ^reb unendliche Faktorenfblgen ausdrücken 
lassen und das« sie, wenn der Exponent t eine gerudt- Zfibl i^i. mit den Bemoullischcn Zah* 
leu und den Potenzen der Ludolfischea Z^l tt im Zuäuuuucoliaug stehen. Er bestimmte fer- 
ner den Grenswertli, dem aich «Be Ua nun i^ Glied fortgeaetitte Summe nUiert, wwn • =: 1, 
im Fall n ins UnendHche wiichst^ und gelangte so auf die bekannte Konstante 0,577... Seine 
Untersuchungen sind enthalten in der BUnduetie Im maL iafiH, Ci^, XV and in den BuHttUionM 
cak. diff. F. il Cap. V—Vll. 

Nadi Bukt war e« Gnasa, der in aeinen JNiyMMMmai faaairalw änm awtan Bff, etc. (No9. 
CSMMk lr0tf. f. O) den Anadmek der Summe 

1 + Y + Y + j^VC«)-*« 
anm Gegenatand adner Betraebtong macht». 

1* 
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Auch liegend re in seinen Exercicp» de culc. inttgr. P. IV f V heM<-hüftigte sich vidfacii 
mit s^ummirun^ hai-ni(iai»cher Keilten, iumicntlich oiit der in {i) aogetUhrttfii, ini Fall der Ex« 
ponent « «ive uiiu;t iiide ZaU i«t. 

Zn (^(Macrer Bedeutung gelangten die ttn«ndlidi«i lurmoniscbeD Reihen (2) durch DU 
ric'lil('t. der iti -l inni hciTliclirii Arlu'itrn: Hi'irein dfx Satw$, das* etc. (AMi. d. k. Akad. i. Berlin 
iH37)f Sur liisuije <it'» »erics inj. elc, ICrttUc» Juiint. ß. 18) den Zu»auunenhang solcher Keihen 
mit .gewissen («egenstiinden der Zahlentheorie darlegte. 

IL Riemann bat dieM-lben in neuster Zeit weiter benutist cur Auffindung des «sympto^ 
lischeri Werthes der Anzahl Priin/aiilrn nntrr einer j;ef;ebenen Grrxsi» i?i chriT ijrniiilcn in den 
Momttberichtm der k. Äkad. i. Berlin t.Sovemb. iHöüj enthalteneu Abhandlung, wckbu auch be- 
arheitet ist von H. Scheibner in S^l&mtdt'» ZeHtchrifi far Malb. B. K, H, 4. Er besteichnet 
die Reihe 00 1*^' ü*)* drückt diese Funktion dureh ein be»tinnntes Integral aus und trannfor- 
fovmirt dieses so, Absm es noch für negative W'erthe von s endlieh bleibt Indem er letaleres 

als Dellnitioa von ^ («) betrachtet, steigt er, dasi« / ' • ^ \/» ^ (•) ungeSiidert bleibt^ w^nn 
« in 1 — « umgewandelt wird, und seist deiugemise »=sl. + u und 

?)ic n<'schaffenheit des Int«'frr?il>; -/( ip^f, da;^? 1,' (») tmtl ist, wenn « eine negative gerade 
Zahl, und unendlich wenn «—1. in ner, dass di r iMidgin.irr Thcil der Wurselu der Uleicbong 

^ (l) — 0 y.wi-sehen — ^ i und + ' / liegt und wahrscheiulieh null ist. 

Endlich gaben die Herren Malni^tcii, Srhlömileh und Scheibner zwei intereasaate 
Relationen zwischen zwei haruioniächeti Reihen besonderer -\rt an (tieht S A// tf XV). 

Hiebe! blieb Immer noch die Frage ununlersucht, welchem Gr^Dswerth sieh die Summe 

einer divergenten harmonischen Reibe nähert, wenn ihre Gliederzabi in'.s Unendliche wächst. 
Indem iel> diesen Gegenstand in liehandlung nahm, begann ich zuerst mit dem Falle dtlr 
Reibe (2), wenn t xwischcu 0 und 1 Ijogt CMUheilungen ä. tiaturf. Qe* in Bern Nro. 419 und Ver- 
kmüUuHftit A HOL Ü9$, in Bmi fk, 3). Bevor idi Komtnias von der angefübiten sdiSnen Arbeit 
des Herrn ÜMmoMi hatte, betrachtete ick dann die allgemeine Summe 

/ + (3t+l)'+(f +S)'+... (* + «) 

und ihren Grenswerth, wenn n in's Unendliche wichst. Diesen, vermii^eirt um ^e unendlich 
grossen Glieder, nenne ich die Allgemeine Bernoullisehe Funktion und bezeichne sie 
mit B (j, «)• Es ergibt sieh dabei eine Konstante K *, welche mit i,' ( — ») gh irbbi deutend ist 
und ifiich in der That durch das von II. Riemann angegebene Integral ausdrücken lösüt. Da 
die angewandte Methode gans allgemein ist, so ist durch diese Untersuchungen die Kenntnis« 
der genannten Funktionen wesentlich gefördert. Ich fllhre nur als Beispiel an. dass ^ ( — «) 
fiir ungerade positive « »ehr einfach diu c!i f>inr Bernoullisehe Zfdil ;uisr;edriiekt wird \^), 
wa» sich auf einem andern Weg wohl kaum erkennen Hesse. — >."ach der 'i'heorie der l""unk- 
tionea B und K gebe ich einige Anwendungen der harmonischen Reihen auf die Zablentbeorio» 
Natürlich konnte es sich bei diesem Anlasa nicht darum handehi, schon Bekaimtes zu repro- 
duzircti. obsc-hon eine vollständige, im Zusammenhang vorgefrügcT; I.clire über diesen ( regen- 
stand wünschbar wäre. Ich mus^te mich beschränken, Solches vorzutühren, das sieh «usschliess- 
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bch an meine neneo Unterauchiingen imUibnt und der Aufinerksamkeit werth bt, indem dadmrh 
mehrere wichtige Sätoe auf eine neue Art bewii'sen werden« 

9. 1. 

l>en AusgangMpunitt biklet die Glekhuag 
+ /•(« + *) + 2 *) + .... r(a + = j-jf fy ig + 1 Xffyc^^-^fnf rff (1) 

In welcher f, ein beliebiges Funlctionaiteielien vomtellt und die Sonnne naeb r von 1 bis eo aus- 

^Ltlclint i>f ; lt. b, \. R tiedeuten rcdlo Zahlen, die so auf einander folgen, duss A<^a<^B — nA, 
und /.war äiud A und B — nb um weniger als b vou a entfernt. Bei der Annaliuie a = A oder 
B —a-^-fA oder bei lieiden xugleieb ist bezüglich von fa oder von /'(a + nb) oder vou beiden 

sugleich nur die HUfte nn ndunen. Diese Gleicbiuig gilt, »o lange J /y djy «wischen allen m8g- 

iohen Integrationsgrenzen, die xwischen A und B incL fallen, eine «ndliche und continuiriidie 

Grö!«.-s<> bleibt. - Macht nnui diu Bedingui^, das» dieselbe für alle Weirilie von o, weldie swi- 
scben A und ß — liegen, gelten soll, w nmss 

— «*) — il^*, oder * — i4^(ii + 1)* (2) 

Entwif*kf'!t injin iintor dieser Voraiis>;r»tziinp den cn« unter dem Integralxcirhon und 
treimt die tiuuiuie in zwei Tbeilc, »o ecliäit man die unter dem Humen der Fouricr'acheu 
äetiumiauikkluiif bekannte Formel 

/« + /■(« + 6) + .../"(« + nb) ~a^+ '2 co» + 2 £ (i^ sia ^ (3) 

wo « ^^/^cos^'^d^, /J^=/'J,8m5ip%. *-^<(fi + l)* 

Wir können der Gleiehung (1), welche zuerst von l^iriehlct lVrelle$ Jaum. B. IV) in 
aller Strenge bewiesen wurde, eine andere Form geben, von der wir hier aber nur einen spe- 
ziellen Fall nöthig haln-n. Setzt man nämlich .t — a, fi — a+iii, integrlrt das Integral rechter 
Hand melirere Mal« partiell und gebraucht die Abkiirxung 

wo Snnime rieh Uber alle ganaen positiven Werthe von r erstreckt, so kommt 



1)'-' 



II r 



y / .4 + /-(^ + A) + . . . r{B ft) + ^ l\H) = ■ y )), du + ' X 

(• Sumtne von 7— 1 bis if f genomniet). worin/" den (2a — 1)'" Differenaialquotient 
von / bedeutet iind das Kestglied d«-ii \\'('rth liat 



di 



I 11 

( - 1) b 



die äuiume von r — 1 bis 00 vernt^indcM. 



, \^ -2: ' , J\ y cos ftn ^, 



f. n. 



Indem ich die im vorigen Paragraphen angegebenen allgemunoi Formeln auf die har- 
monischen Keilten anwende, setze ich — wobei $ eine beliebige reelle oder oomplexe 
Zahl bedeuten mag. Beseidmet man femer den Koefiftsienten 
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2. LL!_- »'rCÜ)s ...ß (1) 

wobei wir di« g** Bmiunüb$ek« Zaht nenoeo, »o geht die letzte Gloicbung de« vorigen P«ra- 
graphf'n über in 

Ä=^(- 1)' $(,-})...(,- '21 £ \, /*.v"" " cos* 7' 2»-.^ <y 

(an) .4 

llloaiit ist die Sutnniation einer liariiionisrlun Kfilu-' mit positiven ülifdern im Allge- 
uieinen geleistet, und «» bleibt übrig, den Worth des Kcstgiiedes Ä zu ächätJiuii. Als einfach- 
ster Fall bietet aidi derjen^e dar, wo » dne gauce poflitiTe mtd gtni$ Zahl iaU Es wild 
fOr 2( = « swiBchen den Ihtegrationägrenxca 4 und JV 

cos '^-j^ 2rw 4% = o» «Iso II = 

Wsnn t «ins mifmHb positive ZaUi, so wird bei Sr 4 1^ ™ ' 

y* f cos ärw ^ = o, also R = o. 

Ist aber s sine leüe^« rssUv ZabU so wind jedcnfidis 

y jr'"* CO» 2r;t <v < y V " äg «dw < 7_ 2, ^ 1 ' " 

idao, der abiwluten (irös^e nach 

d. Ii. A/ci/u-r aU dat zuletu berechnete Glied der Keilie auf der rechten äeite in (2), wobei übri- 
gen» die (iröüiMS von l wUlkürlicb i«it. 

Endlicb sei « eine kimfltxm Zahl = a + if, in der I » I. Man neht lacht, dass der 
abeoluten QrSeae nach snn wird 

iKd + O C ' Uli) ^« C^"'"*"*'* - ^'"*"*"*) 
In Betreff der b^den letaten FMle ist su benrnken, dass swar y* eine vieldentige QrBsse 
ist, welche Hogar unendlich vieler Wcrthe fähig weiden kann. W eil aber nur I^)tcnzen vor^ 

1^'Minnen, deren E\|iorirnt.n um ganze Zahlen von x ^'<'r.s(•l1^cden sind, so bleibt die (tiiltigkeit 
iU i gegebenen l<'üruieln bestukeu, sofern in allen Cilicdera gleicbdeutige Poteuxcnwerthe ge- 
iK»nu»en werden. 

f. ni. 

Wir geben über cur PriHang der AusdrUdEe, die man eihUt, wenn man die QUedenahl 

der harmonischen Reihe unendlich wachsen l&>st., wobei ich eine unendlich wachsende positive 
ganze Zaiil im Fdl^ondL-n beständig mit k bezeichnen werde. Ich gebe vorerst der Formel (2) 
de« vorigen l'arugraphen eine bequem^'"« Form, indem ich beiderseits durch 6' dividire und 

y ~ * sets&e, wodurch y = ^Ijt^ in x -(- n übergeht^ und erhalte 
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IHe Summe ist von 9 = 1 bis f genommen, und R für ganze positive Wertlu- von « 
(2r oder 2< + 1) gleich null, für alle fllMiigen reellen Werthe Ton' m kleiner ab das jeweilige 
leiarte OUed der Summe nnd für komplexe Werthe von • 

«<^(«l.)'.(<' + -5-"*'-— '*') 
Seteen wir in dieser Oleicbong n=:l; ao wird die Summe aof der rechten Seite nur 00 

weit fortgesetzt 3!U werden brauchen, bis die Exponent cti h — :^/ + 1 anfangen iicgntiv zit 
werden. Dieselbe aondert nii-h alsdaim in zwei Hieilet einen unendlicii grossen mit dem ^Vr- 
gument x + A tmd dnen gleicli gebildeten endlichen mit dem Argument s, welcher letstere mit 
B (ßt •) beseiebnet werden mag, nimlleh 

c.,.)=-;^;-4 + ^ 'r ' ■ ,) '„ • ■ 0) 

Die Siunnie nach q von q — \ angefangen kann beliebig woit iort^i ^.rt/t werden, soll 
aber jedenfalls so weit fortgesetzt sein, als noch * — 'if/ + 1 ^ o. Sit- hat dann im Allprniei- 
nen unbestimmte Werthe für endliche x, hingegen bcätiuuute, wenu x + k für x gesetzt wird. 



»• + (« + !)• + (* + lO* +....(« + *- 1)* = 1 (*+ *i •) - Ä («,•) + *; (2) 

im Reetglied Jl verediwinden die OUeder mit dem mumdUehen Argument »-^k, and sein Wertt 
ist bei gaoaem poettiTem « null) indem die Beihe von selbst abbricht; bei alten fibrig^ « 
aber ist 

wobei a den reellen Theil von * bedeutet, und ( den letzteJi Werth von y in der Formel (1). 

Ana dem ersten Glied in dem Anadmck der GrSeae E (s + k, ä) erkennt inaOf dass die 
Snmme der meiidlich Ibrtgesetrtea harmonisehen Bdhe unendlich ist, wenn der reelle TbeO a 

von c ^ — 1. Um den Gremfhll, wo 9 » — > 1, m witersuchen, setaen ^ « =: — (1 + d), 

80 wird 

' + 1 -_,=_(*±j)l!+«z!+ji 



Wenn S reell ist und man mnltipbairt beiderseits mit i, so kommt 



inhert flidi d von de^ positiven Seite der Greme Noll und wird k ebeolut unendlich, so 

wird (« 4> k)~~'BO^ wie klein auch d angenommen werden möge, wesshalb man fOr positive d 
die Grensgleldinng bat 

Dirichlet gab dieselbe /.iierst in Crel(e'$ Jeum» B. i9, pQ§, 328 und theilte eine Verall- 
gemeinerung davon ebend B. 33, pag, 130 mit. 



I 



- - 

N&hert sieh aber 6 von der negAtiven Seite der Grenze Null, und ersetzet m«» 6 durch 
— «1, so wild ' 

Endlich flei d komplex = $ + Multlplixiit man beide Seiten der Gleichung (3) mit c« 
werden nlle Glieder auf der rechten Seite beim U&endlichwerden von k und beim unendli" 
cheo Atmebmen von f Null, daher 

Setzen wir, um auf aneem Gegenstand «arüekmliomtucn, in der Gleichung (2) x ~U 
so erhalten vi^r, wenn wir k dureh it 1 ersetaeB) 

.' l' + Sr + 3* {*-l)'=B(»,«)-B(l,«)4-Jt. 

Nun ist die Grö-ssp E (1, n) + R immer endlich und von iinaMiünKip. hn( ,il-o einen 
hestinirnten Werth, der hlos von s abhängig ist und wrlrhen w ir mit h(i) oder einfach mit h* 

bex«icbnen wollen. Der Ausdruck der Funktion h t enthält da& Glied ^— ^ und es wird daher 

wobei Ci gleichfalla eine Fanktiön von « iat. Man hat somit die Bestimmung 

1* + 2' + 3' 4- .. . . (Ä - 1)' E (Äf, .) +Kt, <8) 

wobei der Aufdruck von E (A, «) durch die Formel (1) gegeben ist^ wenn darin x — k ange- 
nommen wird. 

I. IV. 

£He Im vornan Paragraphen geftmdene Gleicbung (1) aeigt una, daae 

flhr endfiehe Warthe von x selbst endlich iat und von x und t abhlb^ Denn der «dnalge 

FoH. wo in diesem Au^dnick miendliehe Glieder vorkonuuen ItSnnen, iat der woas«— l. 
AUdann aber ist die Summe der unendlichen Glieder 

Wenn ,mt daher gwnüiaa der Gleichung (2) des vorigen Paragrapbcn den Funktionabegriff 
B(«,«)si(« + + (, + ly + ...(« + *- 

aiifiitellen, eo i»t diese Funktion B für aUe endtlelien m und § endlieh, bestimmt und von k un- 
abhängig. Die Grüsse 4* C$ kann, wenn < von — 1 vertehieden ist, dnrcb K* ersatat 
werden^ nemüeh 

B{x,*) = E(T + *,») - U' + (* + l)' + ...(« + *'-l)*{+Iit; (1) 

bei K — • — 1 al>er wird 

B (t, - 1) - log (.r + k)-:i + ^ |- + ^ ... _^ ; , : + * (~ 1) (2) 

wobei man statt log (x + Ar) einfach log Ar setzen darl. indem diese beiden Grössen nur um 
unendlich Kleines von der Ordnung -r- vonM:hi«den i«ind. 



Digitized by Google 



Def beioiMine Fall, wo t eine gaiute positive Zahl ist, entJiUt fB0 von Raabe miterw 
tntskle J^tot BtrmiiUkelie Funktion (»iehe $. VI), und die durch die Gleichung (2) definirte Funk- 
tion' ist die vom Onuas beluindelte Funktion y^, da in «einer Beseichniingsweiaa 

B(*,- 1)= - 1) - 
Ee lassen äch sofort Hanpteigenscliailen der Fhniktloa B «ifc«iinflii. Setat naa nem- 
lich in d<jr Gieichung (1) ^aa eirie Mul x + 1 lür «, das andere M«! k+1 f&r t» «o «rgibt die 
Vergleichuog beider Besuitate die Beziehung 

B(x + 1,*) = B(*,#) + * (3) 
wddie no«h fflr a = —1 gültig ist. Da fenier 

B(l,.)=?B(* + l,a)-a' + 2* + ..*') + Ka 
odiRT wegen Gleichung (6) § HE 

B(l,.) = o, (4) 

so erhält man aus (3), wenn man darin für s nach einander die Werth« 1, 2, 3, ... (j: — 1) setzt 
und die ratatehendea Gleichuiigen addirt, die lUr alle ganaen poaitivea Werth« von ar gebende 
Formel 

B(x,*)=r + 2' + 3' + ...(x-l)' (5) 

Setxt uuio femer in (3) s ^ o, so wird B (0, «) = o' d. h. uuia bat 

B (0, «) a oder B (o, f) — 00 
je nachdem der reelle Tbeil von » positif oder negutif int. 

Man koiu) zwischen gcwi^i^scn Grenzen dt m Ausdruck d< r allgemeinen BLTnoulli.Hchen 
Funktion B eine von der unendlichen Zahl H unabhängige Furm geben, indem num aie nach 
PotenaoD von x entwickelt.* Es iat nemlich leieht au sehen, daaa 

sowie üaäö x + i^j; + 1)' + + + • • + * — 0' 

^r'+ { 1+2'+. .(*-!)• ) + ( \)H l'"'+2- +.X*-l)">G>*t l'"'+2' V..(*-l)-'>... 

oder wegen der (ilcicluing (Hi § III , • 

= t'^ f E (A. *) + h* ) + (; ) r ( E (Ä * - 0 + h (*- 1)) + (*) * ' { E(A,*~2) +li(,-2)) +... 

w-*M«TTr-:r^~4- Sonach erhält man ülis der Gleichung (1) 

B (x, .) - - (; ) h (. - 1) - (2) h (. - 2) X - O K (• - 3) - . . (6) 

und diese Formel gilt bei gansem poeitivem a für jeden Werth von bd den fibrigea « aber 
im Allgemeinen nur für diiyen^en jr, welche s^iriaclien — 1 und -|- 1 Uegen, bei positivem a 
auch noch für » s 1. 

f. T. 

Wir wollen nun die Funktion B nach einer Fourier'schen Reihe entwickeln und betrach- 
ten an dienern Zwedc ^ Litegmle 

Ii — ß (.a + 4:, •) de 

V=y* B(«^a)sinoard9, ^—J costu: dar, 

* . • 

2 
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worin a eine positive Zahl, die Null mitbogriffcn , bodnut« und « ein Anolfat-hcs von 2n. Ha 

B {t, «) ^ E (j- + A-, i) — ^ (x + r)' + K«, 
die Summe von r~o bis k — 1 genommen, so hat mnn, um den Werth von I. zu finden, 
denjenigen des Integral» 

i 

y E (rt + X + k, n) dx 
0 • 

an;^ugeben. Man erhält aus dem Begrifl' der Funktion E in Ol. (1) III 

E (x + Ä, «) = » E (x + Ä « - 1), (d) 
wodurch dieses letztere Litegral gleich wird 

( E (« + 1 + Ä, . + 1) - E (« + *, . + 1)) --. 

wie man aus der Oleiehung (1) des vorigen §. leicht erkennt, wenn man in derselben * + 1 
flir k annimmt. Nimmt man ferner das Integral über die J?ummc, so ergibt sich sofort 

f v(« + x + r)\tr='- + *-^ 

und demnach int nun 



Ht.. 

+ (1) 

Man hat ferner • 
V=/^E(x4-Ä,t) sin uxdx — (x+r)' sin axrfx==y^E(x+A-,«) »in uxdx—J x* sin axdx 



oder durch partielle Integration mit Hülfe der (ileichung (d) 



V = ~ y E (ft + X, * — 1) cos«x dx — J X cosßx dx f 
_ '*o u ' 

* /•' /** • - I ] 

W = — — E (A + X, » — 1) sinux rfx — J x sinox dx '. 

I 0 . □ ^ 

Wiederholt man die partielle Integration q mal, bis »~q negativ und um weniger als 
eine Einheit von null verschieden ist und bemerkt, da«s dann 

y E (Ä + X, » — v) «incfX dx = ~ + ~ y E (x + A, t — q — l) coaax dx 

U 0 

gleich null, weil sowohl als E (x + *, * — g — 1) null sind, und ebenso 

y.< »V /-•' 

E (k + X, t — q) cosux dx = — ^/ E(x + Ä,» — q — 1) »inaxdx = 0 
0 o 
sowie die Inlegralwcrthc 

yr*,_, . ^»-v+O (•-9)" , . iX»-7+i). f— »)« 

J X sinuJ dx= ' cos 2 und J x cosux rfx = — — 2 — 



0 « 0 



n 



80 erhält man leicht vermöge bekannter Eigenschaften der Funktion T 

. (•+1)" 



,,, "... 2 J 

r(*+i) (*+!)» ( ^ 
W = — T+T CO» ) 



Digitized by Google 



*ujid icwar gelten diese Beetfmmnngen fUr jeden Wertk von «, Weldber > — 1. Demnaeh gibt 
die GleiehiiDg (3) g. wenn man darin fm=9is,§), i=l> naO annimmt^ 

. „ 2/YI+#) . (l+*)n ,»ln-2iix sin 4?fr aln 6;«» i 

B(«,«) = K« ^Jt4 8in —~~ -n— + 77- + -71— +••• 

^ » ' (2n)'*^' ^ ' i' 1- ^ 2'+* 3'^' * 

91X14-«) (1+*)" I cos 'inx CM 4>i« cos 6ax , 

iUr jeden Werth von der awisdien den Grenaen 0 und 1 liegt, nnd Ar jeden Werth von 
«, der 1« An diesen Grenaen eelbBt stellt die Summe auf der rechten Seite sufolge g. I 

(wenn daselbst m=^l, m=sA^o, B = m ^ ii*=sl) die Grösse y B(o, t) >|- y B (1, •) oder, 

yntSL BCUt)=so, j ■(«,«) dar, welche gleich 8(0,«) ist Sonach gilt die Gleichung aneh 

nodi in der nnteni Grenae 0 seHiet. 

Nehmen wir, um dne erste Folgenug hierans an aiehen, '<'^ an, 1 



für je und addiren die entstehenden Gleichungen, so erhalten wir ver^ 
mittelst bekannter Summenfomicln 

• 

die Summen auf der rechten Sdte von rsl Us ee genommen, oder mit Znnehong von 

wo fix für s pesetzt wird, 

B(*,0 + B(* + -^..) + ....B(« + ^i^,f)=i.-B(«*,s) + («-«-•)** (4) 

Diese Uleichung wurde ;tvvur nur abgeleitet Ih der Voranssetaiuig, dass 1; indessen |^t 
sie auch noch, wenn «< — 1, indem dann 

B (x, t) = ~ ; + (x + 1)' + (x + 2)' -f. ... { 

woraus sich ohne Weiteres die ( ilt i< liiniij (4) ableiten lässt. Ebenso ergibt die Gleichung (2) 
§. IV, wenn man log k statt log (x + A) setzt, flir den Fall t— — 1 

B(*.-l) + B(*+i-,-l) + ...B(* + J^\-l) = iiB(a*,-l). 

Obsehmi ferner die Gldohung (4) nur ftr solche positiven Werthe von s abgelflitet wvrd«, 
weiche <— , so besteht sie doch fUr alle reellen Werthe von indem man aeigen kann, das« 
wMm sie Ar dn bestimmtes 9 gilt, sie auch gelten wird Ar ein «*, welches =«-f-^; setat 
man nmiUoh darin — - und 

B (x' - i-, ,) = B (x* + «) - (x* - ) • , 

B (b X — 1, «) = II (" r', *) - (« x* — 1)' , 

so geht sie in eine neue Gleichung mit x* an der Stelle von x über, deren Form mit der von 

(i) identisch ist. 

In dem beMuudern Fall, wo h — 'J; =y ^'^^^ erhält man au« {,4) die üeotimmuugea 

f 



- tt - 



»(T,») = C2-2-)K. . B(^-,-l) = 0. (5) 
von denen die tttita für jeden von der Einheit vor.s<-hiedcncn Werth von « gilt, 

f. U. 

Wir wolleJi nun die Funktion K einlÄsäUchcr behandeln und wiederholen kiirx das Hie> 
het){ehArif{e ; 

die Summe necb f von q~l an so weit fortgesetzt, bis die Glieder unendlich klein werden. 

k.= l* + 2' + 3' + ...(*-l)'-B(i.e) (1) 

1*+' 

h« — t « -r— . 

Vür hIIciii lialnn wir urif. über den Sinn zu erklären, in \v«»leheiTi die Potenzen aufge- 
faast werden Boiien. falls « keine ganze Zaiil iaU Da die« offenbar ganz in unserer WillkUr 
liegt* HO eollen iOr reelle $ die poaitiTeii Weräie der Potenxen, flir komplexe $ aber diejenigen 
gemeint sein, welche die kleinste Amplitude habpn. / ' 

Ist der reelle Theil von « negativ, so irrif nf hwrlndr^ iK und es wird 
1111 1 

,(_.)=^ + ^ + -i- + -i,+... (« 

hier e eine Zahl bedeutet« deren reeller Theil positiv ist, wobei auch noch dae unend- 



liche Glied A*"* yereehwindet, wenn §>!. In dem IctKteni Fall kann man K(— «) hi eine 
unendliche Faktttretifolge entwickln, wie Euler (hOmd. in k^. L arf. ^74> nacfagewieeen 
hat. nemlich 

wobei Hieb da» f*roduktenzeicben II über alle Primzahlen p von 2 bis oo erstreckt. Uebrigens 
kann man jede« K(— «), wenn e positiv ist, durch einan von k unabbiogigen Auadniek dar- 
stellen; denn die Öleidmng (2) gilit 

und wenn man die» von (2) abzieht . nachdem man vorher in dieser 2A für It geset;tt hat. 
kommt 

(i-s*-)Kf-t)-=-; — — 'r+- — w 

1' 2' 3' 4' m n' 

Die Summe auf der rechten Seite bt. fall» eine von denen, auf deren nur bedingte 

Konvergenz Dirichlct CBtw. de» SatXM ete.) aufinerksani gemadit bat| es kann jedoch bä der 
hier gewShHen Schreibart Itein Zweifel darttber obwalten, wie diese Summe gemeint ist (das« 
BIO sich nomlich über ullc ganzen Zaiden T(m 1 bis SA— 1 erstreekt) and daaa sie dann einen 
hcMtimmten endlichen Wertli hat. 
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Wenn «=1, m bat mMi «us dn GL u liung i 2) die Be»tiiiimiing 

ErMtst man aber in (2) K(— <) durch C(— «)— ao wird 

C(_l)=,l + 1 + 1+... ' _ Cr 

«'V *A 2 + 3 ^ • t—l Ksl 1-1 

oder C C-l) = 1 + Y + ^ + ....j^ - log * 

d» b. gleidl dar Mastchernm'achen Konstanten 0,57731.. 
' , Nimmt man in der Gleichung (I) >(~0 an, ro ^vird 

K(0)=*— l~£(Jt,0) oder weU £(*,0)=ft~. 

H. Bcheibner gibt den Werth von ^(0), welches mit K(0) identisch ist, unriehtig gleich —1 

an« in §. 10 srinor Angeführten Brarbcitiintr di r /?Mm/TiMi'schcn Abhandlung. 

Wenn i eine game positice Zahl ist. neliinin K« undB^tf,«) eigentliümliche einfache For- 
men an. Unter der Voraassetxnng. daae « eine gerade Zahl =2/ ist, bat man ans ((i) §. III 

aetat man aber in der ersten Gldehong des §. III «»0, i=Sr, eo ivird 

1 + 2* + ... (A - if = - -y- + T Ö - - + (jr P * 

woran» man sofort erkennt, dass 

Unter der Voranflaetanag , daas t eine wttgeriiäe Zahl =s Sr -f 1« «iliilt man 

^tu.o'Hi^ ^(-l/ll „ ^2 ,1-1)', r 



«KU + »»-^ + ... (k- 1)-^' = - -^ + ... i^::! . 



woraus folgt* daaa 

h(2<+l)=-\-_^5-B,,,, (5) 

Zufolge der beiden letzten Rcstimmungcn (4) und (ö) erhält man nun U iclit für die Ber- 
nouUischen Funktionen mit gancem Exponent « fulgi'nde von Kaabe Angegebenen Bestim- 
mungen 

.(**+i)=^-^+i(»f)^^-4(t')..,-+....j=r^(£t})»,.' 
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(--It"' -J/ « -''+-') »cos 3r(r Mi 4»« , e«8«>Wr | 



\ (*, i< + 1) — ^^^^ ß„ , 3 + (- j) , ] - ^ + -fcf j- + + 



S. Ul. 

Die Wei'the von K« Hir veriseliiedeiie » gehen unter »ich mehrere Relationen ein, mit 
denen wir ans in d«n beiden nlchsten beitchftftigen. Vorerst gibt die Gietcbun^; (<>) §. IV 

BGr,»)--- y • jh(«-l)j- (•)K(*-2)x'- ■ JjK(«-3)x'-... 

bei der Annalime weil 11(1.«)— 0, 

! + (• \ K(»- ;?) + (;;K<*-3) + ....=0, (1) 

für sok'hr \\'( rtlir von *, deren reeUer Thcil po--iti\ i-i. Wniii « ki itic {innzp Zahl i^^t. so ist 
die Glieder/,ahl der Keihe auf der linken Seite eine unendliche, und diese Iteihe kann alsdann 
dadiireh auf einen hoheni Qred von Konvergenx g«br«cbt werden, deae msn eie nilt 

l + (V) + (o;+(3) + -=2' 

durch Subtraktion verbindet, indem 1 — k(« — r), sobald r>* + l, den für wachsende VVerthe 
von r Bchnell «bnefanienden Ausdruclc 

, _ - "4" , -+ , 

annimmt. Int aber a eine ganze Zahl, ijo bleibt dt« Anxabl der Ileilienglieder in (Ij eine end- 
liclief und man erhUt die betreffendoi AusdiOcIt« am dnfiieiMen am den Formeln tttr B(A;.-20 
und B(«,Sl+l) am ScUuaa des vorigen wenn man darin « = 1 setit: 

aus denen man durch suky.e.s.sive Aunnlinie VOR /=sl,2,8,... naoh und nach <Vj|04>A«i.-- berecli- 
nen kann und die bekaimten Wcrtlic criialt. 

'* *» ""Sö' * ~ 55 *• ^' 

Setüt man ferner in B(,j-,«), j- - "»^ hetuerkt, dass B(^,*) ~(2 — 2 )K*, so erhält man 

Auch diese Reibe Itann, fklla « keine ganxe Zahl ist, an grösserer Konvtegens gebracht wen- 
den, indem man sie mit 

J+G)t+(5)t^-G)t+-=(t)" 
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durch 8utoaktion verbindet. Wenn • eine gan/o pos^ith-o Zahl ist, wird 

2r-l-4(?)*,+16(?)ff,-....+(-iy-'2''-'(2i2)Ä,,_,=(-l)'-*3(2''^l)^ 

Irli l)p'ichlir'=Äf« dirson § mit dt;r Mitthoilung t-iiies von Kokursionen unabhängigen Auf- 
drucks für die Bt-rnouilischen Zahlen (siehe: H. Sidler: Sur wie seric algebrique in den MUAig, 
iL tuUHTf. 09$. in Orkh m$). Die Kelho 

1= 1 +2** + 3V+4* »' + ... , 

weldie fUr «<1 inuner «tndUoh ist, kam, wenn 9 eine fMue positive ZaU bexeicluiet, aus 
der Reihe 

« 1 + +«*+*•+ V. . . 

durch aufeinandcrfolgcndi-K Multii>liisirün mit tB und Differensiren nach x entotanden gedacht 
werden; ihre Stunme ist daher gleicli 



WO die KoettBienten Ot, «1, «s»*-' bestunmen sind» aber jedenfalls — 0> sobald *• 

Setct man die beiden Ausdrucke der Beihe X emander gleidi, mnltiplisirt die entstan- 
dene Oleiebnng mit folgender 

und vergMcht die Kodftdenten der gleiebliohen Potenzen von «, so erhUt man allgemein 

^=,(r + iy_('[')r'+('V)(r-iy-....+(-l)'CtOl'- 
Entwickelt man aber den Nenner de.s zweiten Ausdrucks von .V in eine Reihe nach Po- 
tenzen von X, niultipHzirt dieselbf mit dein Zähler und vergleicht dif Kot ffizii ntcn der Poten- 
jsen von * mit den Koeffixieiiten der gleichhohen Potenxcn voo x im ersten Ausdruck von X, 
so konunt 

r + ( 1 )«,_2 + i 2 )«r 3 + - •( r-1 i«o oder auch 

r* - 1'-^: ') + ["^r'^) + ("^M a, +...(: I «, , 

Man kann hier das Abbrechen der Samme von r unabhängig machen. Weil nenilieh \^\'\ ~ ü 
für jeden positiven Werth von f, so kann, wenn *>r, die Reihe rechterhand beliebig weit 
X. B. bis fortgesct/( \\ i rden. Ist aherr^«. so sind in derselben alle a von bis ind. 
gleich null, und die Reihe geht blos bis a^_|. Iii diefeu beiden Fftilen ist abw 

« 1'^-*) ^ + ^-'') + c+r^j o 

Setit man hierin nach einander 1, 2, 3,... (r — 1) für r und nimmt die Summe, so kommt 
so dass die Grösse rechterhand gleich B(r,a) iät. Entwickelt roaa die»olbe noch Potciusen von 
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r, onter der VorauttMitoiiig, du» »=it eine gerade Zahl ist. und vkaaA den KoefBideni von 
r„ 80 erluUt man leicht 

(- !)'-• (21 + 1) ^a,- jjr- + (3) 

\i) Vi) «ai— iJ 

wenn «a^l and allgemein 

«; = (r + if - + m ir- - + (- 1)' 1*. 

f. VIII. 

Eine andere Hexiebung zwiäclicn xwci Werthen der Funktiuu h.t von verschiedenen 
AigumeDtea er;^bt noli aaa der ia §. V gefundenen Gleichung (3), welche tmtor der Bedin- 
gung gilt« daee — 1 und dasa jedem Glied der Reihe auf der rechten Seite alle Glieder 

vorangehen, die einen ld«nerea Nenner haben. Setst man darin ;r= -j-, ao kcmmt 

welche Gieichnng vermSge der Beatimmungen 

mit folgender gleichbedeutend ist 

oder, wenn man « in « — 1 uniäetx.t, mit dieser 

K(« - 1) 2/'« w 

für jeden positiven Werth von «. Die Be»ctiräuiiung , daas a positiv »ein müiwe, kann aber 
wegfallen« Penn, iat t negativ etwa gleich — 9} wo « dne positive Zahl bedentet^ ao wird 
nach der Eigenaehaft der Fonktion daaa riß^ril — s) ein ns—ts^ 

2r(— g) --en_ {^n^ «r^lj 

Die Ghdehung (1) n^t daher anch für negative Werthe von «. Endlich wird aie aadi erfüllt, 
wenn « = —1, wovon man .sich durch Sub:stitution der betreffenden Werthe fiberaeugt. 

Die gefunden«' fiir jerli'n ^^'crtfi von « geltetido (jleichung (1) stellt, wenn «^1. eine 
Relation zwischen zwei K, deren Argumente beide negativ »ind und nich zu — 1 ergänzen. 
Man hat daher, wenn eme vollatindige Tafel der Werthe von Ka angelegt werden soll, nur 

diejenigen von « = — >-|'hiafs — ce an berechnen. 

Verfolgen wir den Gang der Funktion K« flir reelle a von — eo bia 4> oo. So lange 
f < — 1, kann Ki durdt die unendliche Beihe 

1 1 1 1 . 

■ + - + — - + — - + .... 
i - 3 ' a— 4-» 
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AUägcdrnckt werd[(n, welehe beständig positiv bl«il)it und beim ZiiiMliiii«! von « von — flo bis 
— 1 mmimmt von l^bis oo; mi der Grenze s— — 1 g«bt Kt von +00 xn — 00 über. Wonn s 
iMgafiv kann' Kt daigealdtt werden durdi 

1 . ' + Jl L_ j. \ 

V 1- -2-' 8-* 4-* ■ 

und ist negativ. Vou « = — 1 bis »— U oinuiit ii« etotig xu von dem Werth —00 ah bis 2a 
—Vt\ von tssO bis «=2 ist Ks nifolge (1) negativ und wird nnll bei s=s8$ von d« bis «=4 

ist diu Funktion wieder positiv und an der letztem Grenze wieder null u.a.f. Zwischen 1 = 0 
timl liat daher die Funktion K« ein Mininnini, z\vi>chen 2 mul I oin Maximum u. s-f. und 
zwar wochtMin mit wachsendem • die Minima mid Maxima aelbat in b üueudliche. 

ktk das Vorige kniipft rieb eine fernere Eigentbümllchkeit der Funktion Ks. Dieselbe 
wird für endliche Werthc von « nur unendlich bei * = — 1 und nur null bei « = 2, 4, <5,. .. 
:»o das.^ die letztem Zahlen die reellen Wurxoln der Gleichung K«=:0 sind, und es ist leicht 
/.u zeigen, dass sie keine wiederholten Wurzeln sind. Denn, weil 

h*=— 2(27i)"'"'/(H-f)K(— 1— Oöin/,w=(?.8in/,««, 

iH> ist, wenn man die« nach s differenzirt , 

D, . Ii« — Vi Ji (? cos '/j *;f + sin ' , »x .D,Q, 

wobei fRr «=9, 4, 6,... das erste Glied reebta von miU Terscbleden und das swsite =0 ist; 
»omW kann für «=2f nldrt niü] sein. w. z. x, w. Ebensowemg ist s=— 1 eine vrieder- 
bolte Wuntel der Gleichung Kj=oo und denmacb darf num setzen 

Kt=(i-^{.-4)(s~»)...(#-»)^ 

oder, wenn man von dem fiensttscben falttbriellen Begriff von r Oebraiusb maobt 

Kl,- '^f'' 

wobei die Funktion tf \$) llii- keine reellen Werthc von « moiir null und fUr keine endlichen 
mehr unendlich wird. Substitoirt man den lotitera Auadmdc in die Oleiebuug (1), so erhSlt 

man mit Httlfe der Formel IX«)n«+VV)=/X2«).8*~^l/f?* 

g,(t)=s«'" X-l-s). 

Setzt man daher 4p(»)si:7i' d. h. , 

'~ «(!+.).-. ''''/t-Va»)* 
so iiat die neue Funktion Ks die Eigenschaft. das.s 

oder auch — • — Va), durch welche ausgesprochen wird, das« M(«+V«) eine gerade 
Funktion von $+ Vi ist Die Wnneba der Qleickung KtsO fUlen mit den komplexen Wur- 
zeln der Glciclunig Ks^O ansammeln. Wenn nun isr reelle llieil von « negativ ^ — 1, so ist 
MUÜI g. Vi 

Ks=ll|-",- 
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duis Produkt Uber alle PrimMfalen p von i bis oo aiLK^redolmt. und kaim daher nicht null wer- 
den. Eben-'owfmg Vtum «Iho vcmiöf^i- H< r (ilcidiung (1) K« Hir -olclic t null wi iHi i diTon 
reeller Tbeil positiv i^t. Die reellen 'l'hcile derjeuigea kuiuplexeti t. für welche ii<:=0 wird, 
liegen denuMidi eimntlieh xwiseben 0 und — 1 , d. h. dirac » sind die Wunelu d«r Glcicbung 

1 j 1 1 

+ H...=o. 

Wenn aber K« null ist. w folgt au>* (1), da«« auch K( — 1- «i — ü (ausgenommen für gerade 
positive «, welche hief nicht mehr in ii«tracbt kommen); daiitsr aind jene aucb die Wuneln 
der Gleichung 

* ' . » » /. 

Die beiden letzten Gleichungen :scheinen nur dann glei«-hzeitig neben ( iiiaader beatvlien /.U 
können, wpnn i' re Wurzel » von der Form '/j+rV'^ ' ist", indessea i«t der etroige Bowei» 
dieäcr üemer.' ug noch nicht gelungen (cf II Kieinann a. a, 0.). 

%. l\. 

Bevor ich m weitern Lnter»uchungen übergehe, will ich kuns eine Methode angeben, 
die K» für negative Werihe von « ohne albnigrosse Mübe in berecbnen. Sie stimmt, wenn 
1. im Wesentlldicii utit dtr Kukr bclien überem f/Mf. oäe. dif. pag. 4S0). .St.>t/.t man 
nemlich in (2) §. Iii r für <r« rk für A, — « für t und linst r eine ganae positiv« 2^1 bedeu- 
ten, bu kommt 

worin die Symbole B und B die ibnen daaelbat boigclegte Ikdeutung baben» SettA man üDroer 
in (0) §. DI r-i-rft fBr t und — s fttr so kommt 

a' (r+r*— 1)' • 

und wenn man diese Gleickttug von der vorigen subtralüjt und fUr fi(r,— «) seinen Worth 
subätituirt, no ist 

K(— 0=-- + ---+ TT- + + ,,. - + + (1) 

t* «• 8* 4' (r-l)' i.ff 



WO der Rest A jeweilen kleiner ist als das auleist berechnete Glied der in der Klammer ent- 

haltenen halbkonvergcnten Reibe« Wenn «=1, so iiat man durch (X'^ und 

durch log r zu ersetzen. 

Iflt HHUb einer lOstelligen Lügaritbnentafol habe iah die Wertbe von Gf fSr das Inter- 
vall von f=0 bis t— — 1 nach obiger Formel bereebnet und swar unter dt-n bdiU-n Annah- 
men r =4 iinH r — 5. DicsclluTi wciohcn von den wahren ^^ i. rthcn um keine liulbc Einheit 
in der Pe^imaUtcUe ab. Von «=— U,6 bis —0,9 wurde < i.») nutteUt der Gleichung (1) 
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des vorigen §. iint«r Benutaung der /..«fwMbVBdien. Tafel der Funktion P berechnet, und für 
«as— 14 1^ ich dureh direkte Berechnung der Qa«dr»twan:eln bb r— 10 den genauem Werth 

CC—/0— 0,58964 54911 «a 

Socinnn crjjaben sich aus di-n Werthen von ('* diejenigen von K* durch die p-ormel (5) §. III 
und endlich die von Log durch di<> Fornicl (2) §. VUI. wobei die Bahlen der letxtem 
Taftfl bi» Bur 9*" Dezimalstelle ind. geiuiu werden. 



t 


K(.) 


♦Log yvlg. ■(#) 


— 0.0 

— 0,1 
-.0.2 


-0.50(XX) 0000 
-0.60308 7520 
— 0.78B93 00S5 


-0.00 000 0000 
090 2796 

leo soeo 

310 Ä7S6' 

■240 7745 
250 .Si)89 


-0.3 

-0.4 
—0.5 


—0.90455 9359 

— I.ia479 7785 
-1.46035 4509 

— 1.95266 1450 

— 2.77838 8447 
—4.48758 8417 


— 0.« 
-0.7 
—0.8 


240 7745 
210 11726 

leo soeo 


—0.9" 
-1,0 


—9.43011 4027 

09 


090 8795 
000 0000 



s 


C(») 


Diff. T. 
+ 


Diff. IL 


Diff. m. 


Diff. IV. 
+ 


—0,0 


0,5000 0000 


80 7859 


6811 


427 


96 


n.i 


0,5080 73riO 


Sf) 0548 


7238 


fOl 


30 


— ( > . ■_' 


0.5160 7iM»7 


79 3310 


7639 


371 


26 


— 0.3 


0.5240 1217 


78 5671 


8010 


345 


28 


—0.4 


0.5318 6S8« 


77 7661 


8355 


317 


24 


—0.5 


0.6396 4&19 


76 9306 


8673 


298 


88 


—0.6 


0Ji478 88'«'i 


7t; ini;ii 


8fl66~ 


985 


95 


-0.7 


0.5549 4489 


75 1669 


9230 


iMO 




—0.8 


OMiU 6158 


74 2489 


9470 






—0.9 


0.5698 8597 


73 2«i9 








— 1.0 


0.5772 1566 











s. v. 

Ich will in diesem und den folgenden Paragraphen einige besondere Eigeuächaften har- 
moniaeher Bethen behandeln, udche theilweiae mit der Zahlentbeorie im Zuaammenhang «te- 
hen. Zu dlcaem Zwecke eetae ich 

8* 
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H(x,*) = Bix,») + B(l— X.«)— 2IÜ . 
so werden die Funktionen Ü iiiul H die Kigfuschait haben, datm 

H(»^)-II(1— *.«)=0 

<;(x.«)+Ci(l - .r.«)^(> 

ii( j^)+H(i -*,•) = mu.» ). 

Ist « negativ — -u, wo ü eiue positive Zahl bezuichiiet und »ind h und m positive ganze Zab- 
hn, und A<ii, so geben diese Funktionen infolge der Formel (1) §. IV 

die Werthe der folgenden swci IReiben an 

11 1 1 1 1 X 

^ 

A* (n— A)" (n+A)« (än-A)* (in— A)' n" " 

(n A)' (n+fi)" (2n A)" (in-A)* n" " n'(i~«) 

wobei, sobald a^l, da» Cilied nüt A*~° in der Tiweiten Crieicliung verschwindet und die Keihe 
linkerband eine konvtnrgente Uit 

- Die in §. V gefundene OIrichung (3) heimt, wenn darin »^l für « geaetxi wird, ' 

(2;,)' f (»-,)• 

die Summpn nach t von 1 bis A genommen, und gilt für alle Werthe von j-, die Kwiscben U 
und 1 «x«L liegen, und für alle poeitiven Wezthe von «. Sebreibt man In dieaer Glekhnng 
1— X fUr addirt oder »ulHirnhirt die entstellende Ol^hung sn der entern, und «etat nur 
Abkiirsung - * 

~ 2riitlair« ■ 

ao erhUt man die Oleiehnngen 

-^Mn^ll(*^-l)=y-2!.^ \ 
welohe in folgende vereinigt werden kflnnen 

-ifftcos^liU,*-U+^iivHu,*-l)|=2:«2'''^' ^ - (2) 

Ea lAt nicht ühfrflÜHoig, die *»oeben erhaltenen (ileifhungen (1) in dem besondern Fall, 
wo » = 1 iät, näher zu untersuchen. Alsdann sind nemlich die Werthe der zwei AuadrUeke 

,_j4K*,»-l) und 

an ermitteb. Da man för jeden Werth von welcher <3, die Definitionen hat 



0) 
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" «l - 

iK,ji.i>=^'±^^' s,'-V(i+*r'+<2+x)'-^+...(*-i+:ry-*:+K(i, -^o 

iadem die übrigen unondliehen Glieder von B veraehw^ndeB, m> erhUt auui für. den ernten 

Ausdruck »ofnrt (h-n W'vvth ^Ij- — I. Xicht so cinfnch pcstnltft ^ich dr-r zweil»" Atisf!nick, in- 
dem dea»ea Zähler und Nenner für $~X iMside null werden. Man hai Hii* daher nach « zu 
differenisiren and nhih rauch einigen Reduktionen 

; (2*-l)lüg*-2*-log*(l-x')(4-* ). .((*-!)-*) I 

Weil aber bekanntlich 

«to««=9«(l-*»)(l--T-Xl-T')"-^»'-'7, ) 

und log 1 . 2 . H . . . (A- - 1) — (A — '/ , ) 1 »f; A ft + ' j 10^271, 
so nimmt obige (irnane die einfach«' Form log(2«in.ijr) an. Die (ileichungen (i) geben daher 



für «sl 

v 



oder vereinigt 

~-log(2HinixJ+i(y~7ij:) = :?e^'^-|- (8) 

wo die Summen von l 'l his * aii^i/.iKlctincn -,intl. 

l'eberbaupt »ind} sobald * in dt>r ersten der (Tleiehungen (1) eine gerade Zahl ist oder 
in der xweiten eine ungende Zahl, jedesmal ihnlicb« Redaktionen vottnuhmen, lan die Rei- 
heneuimuen 

xn bilden« welche Qbrigena auch aaf ^...log(28inn«)iite" xurückgeffilurt werden kSonen. 

f. XL 

Evkllren wir ae als einen rationalen Sehten Brach — wobei r und m pomtive ganise 

Zahlen bedeuten imd r<^u i^t. iiiul sct/.t n «ur Abkürzung ~t=^''« *o geben die Gleichungen (1) 
de» %'origffn §. fiir alle VVerthe von «, welrlio > 1. 

■ •"»ir'* .\ slnr»» ain'irw sUiSrtu , , «iit^»«» 

-deoeyCJ(-^l)=-7-+— -+—+....+— 

. . 1 r ,^ oo»rw . eog2rw . <xis3rei> . . codt-rw 

Die Reihtn rt'chtcrhand vereinfachen sich weHentlicb. Betrachten wir die (frötfeten >»ntrot. 
co»trio unter der Voraussetzung. doHH n eine ungerade Zahl aei; es sei A eine pu.siti\e ganze 
Zahl <[i/3ii, die Null Inbegriffen, so wird t von eiuer der Formen ftn — h oder ,«ii+A i^em. lal 
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nnn A von null venchiedra. so wird für dj« ^Mte Form suUrifi=^ta!idtfti» (Mmirr'i s^ooflArn 
und liir lii' /Wfito F«)ri)i siti'n-i- sin/tn i. »os/n < — tosAicj; jüt tbew A=0, flO wird »io InafssO. 
c<MiAf'>=l. Di<* (cenannten Keilica };ehfii dub«r Uber in 

Xrinün'if ' ' ^ .' - ' f.... * J 

^A' (ll -A)' («+*)• (2b- /i)' (/n 

' a' (n A)' (i„-A)'' l' •/ i-'' 

wobei die Sumnirn tmi h A von l bis ' — 1) ntrs/irriphru-n ^ind. Vermöge der im vorigen 
Paragraphen angegebenen Wert he dieser Keihen, und weil JtosArw — — J/j, sowie 

geben diese Ausdrucke im Weiteren 

Wrf CO» j *-l)=^8in*»*#C(^»-t) 

«' rf «in M(^ > «— 1) = JfcosAn. H(^,-«)~li(~«), j 

Stmimen von A^l Ua genommen. 

Wenn miin liitT fiir # nach uiid imcli JilU; Zahlen 1,2.3. ... '/j(n — 1) Hiibstituirt. so erhSI» 
man /.wei bynteme von Gleielitinj»en. weiche zeigen, dass rfiV t(- . — a) und — t) wn df»^ 



|i(-^,a — 1) Mb/ — 1) bezügiich in livearer Wei*»- abhängen. Wird endlich noch « = 

genommen itftd werdi ti rtic j^leiehen <• nnd H auf licidfii Seifen vcrclni<:^t. -^n erhält man aus 
den ernten (iiekhuii^i-'ii (1) » in Synteni von V^lfi 1) linciireu (.üt-ichuii^cn. deren Unbekannten 

die Viip — 1) Grössen • — '/?^ «md und welrlie keine von diesen unabhän^^ific (Wieilec enthal- 
ten. Seine iX^terminante nniMii daher verschwinden, d. b. für jedei« ungerade n ist 

(«üiKi — Vt^n). Mn%i sin '/..(«— l>t> 

I ain^f, (»in4<>i — '»V^*)-"" sin(ii— l)w ^ 



Demnneh kSnnen die Verhiltniaae Je xweier der Ci('^, — ' a) beatimmt und au» d«n Werthe 

vom ^ner diejenigen der ftbrigen geftinden werden. Die aweite der Gleichungen (1) hingegen 

gibt ein Syatem von /^(m — 1) Olrächungen nut ehenao vielen Unbekannten II(-^ . — V^), welche 
dnrnus diurcb K(— and trigonomelvisehe Zahlen nuedrOekbar aind. 

Wenn n ein« jmwfr Zahl ist^ ao gelten gana die nemlichen Betraehtun^n mit dem ein- 
ligen Unterschied, ^m« S4(if— 1) dttrcb V> au eiDetaen iat 
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Die bi'idon (Tlpiehiinf?»'» (1) des J^. X sind fVm litt>iir nn weitern Koni^oqiien/on. Um 
dici-e zu entwickeln, i^*t aber die itin' bcitii n vt reiniginde (jlcichunp {'2.) vorzuziehen. SetEt 

mwi iii derselben .r— — unci »ehreilH wieder für --. ao tceht »ic über in 

-^|feo.^fi(~,*-l)+«iiiTll(v--l) j (A) 

worin die Sunuiie^voD i-^l bis A animudebneii ist. 

Es sei M eine ungrrade Primz.alil, i/ eine primitive Wurzel derselben, so lassen die Poten" 
xen g', g\ !/\ .-.g' * durch den Modul n dividirt, «1» Beste «lle gftiMen Zahlen welche xn « 
relative Prini»ahleri !«ind. K» sei 

/ g'' (mod. n) 

und c, H, so haben alic f, uelclie unter sieii zum Modul n kongi-uunt tiind. den iiemlichen In- 
dex e,. den idi weh, wo Imae V«rweetelimg mSgUcb let, ctnliMih «dt e bnudmc« trerde» 
Alle I dagegen, welche >iim Modal n unter eich inkongraent sind, haben vencUedene ladiaes 
und «war stellen die Zahlen 

c,, tj, v»f ... j ♦ , 

die ganse Zahlenreihe 1, 2, &. . . . (»—1) in unbestimmter, von ff und n abhllngigcr Ordnung 
dar. £s sei femer tt eine von der poeitiven Eäidieit verschiedene Wursel der Gltichnng 

«-'-1=0, («) 

mid endfieh «etie man aar Abköravng 

Multipli/ireu wir diu üleichuug (A) mit (/% setzen fdr r nach und nach die Werthc 
1, 2,9« ...(ii — 1) und nelmien die Summe, so erhalten wir 

-if^j«<»*cos^-C(^,«-l)+« .in^H(p*-l; 

worin sich die entte Summe Ober alle gamsen Werthe für r von 1 bis a— 1 erstreckt, die aweite 

über alle gan/.cn Werthe für t von 1 bis» A, indem wir die erlaubte Voraasseteung machen, dass 
in allen addirten (ileiehungen die unendlichen Reihen rechter Hand gleich weit fortgenctvit seien. 

Die GröHStt /(«''''") iMst sich sehr vereinfachen. Sobald nemlicb I ein Vielünches von n • 

i«t, wird sie gleich 

bt aber t ktSa Vielfacfaea vonit, so lassen die Kahlen t, 2t, 3(, ... (n— 1)/ nadi dm» Modul ir 
genommen, die Reste 1, 2, 8, (»—1) in unbestimmter Ordnung. Ee sd daher Jk <a und 

rfsjk(mod.n), ao wUd /»««'ssk'*»; 

weil aber <sss/', «o wird rtT=g*^(joodMy 

c, + c,. (mod. « - 1 ), «••"is e'* . und demnach 

/(«^'"")=« "/(«*'»•). 
Die ubige (fleiehung geht nun ftber in 
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wobei Ui (Ivr itwcit«-n Summu uUe (>licd<*r wcgzala-ssen sind, in denen t ein Vielfaches voa a üt* 
Ich nebiim zuuäctwt aa, a Mei eine imaginäre VViir/.cl der Gleichung (w), »o iat 

c,. ,=c, + ^^, «Uo H"-*=— u'. 

E« veMchtrinden daher, venuSg« der im §. X angegebenen EigeMchaften der Funktionen CS 
und II. HUI» der Snmme auf der Unken Seite HanuntUche Glieder mit II, ft^*") wird gkieb 
2i JSu' Müuv genommen voa k—1 bis '/^(n— IX und die Summe auf der rechten Seite wird gbieli 

wodoreh die Gleichung (1) folgende Geatalt annimmt 

alle Summen genommen nach ihrrn hrfreffcndcn ^Vrgunicnten von 1 bis '/j(n — 1). Alle die 
»ocbcn gemachten Schlüsse gelten nuch. wenn «~ — l und n von der Form 4/< | 3, weil 

(-|)''*'~*'=:r-l. daher ' = -(-1)'' . 

Die Formel ('2) ergibt ein weiteres mrrkwürdiges Resultat. f)ii m inli« h a eine beliebige 
Wurzel der (Hcichuiig (a) i»t, tw darf man w * für a actisen. Thut mau die», muitiplizirt die 
neue Gleichung mit (2) und setit ao kommt 

was mau auch «o achreibeu kauu 

wenn Ü^Sem^^AAot . Sl^Xsin— ^ainüw 

gc»cty,t wird. Hit-bi i kuiiii m ifdc zwischen (• und («1) exclusiv liegende finn/c Zahl be- 
deuten, auiigenommeii m — " <ni Fall m von der Form ist Von der Relation (8) ist 
die bekannte 6'«imiauho Öunuueufomi«! 

X'(-l)'einÄi«=y,(ii=:4^+3) (4) 

nur l iri hüöoriderer Fall, den man erhält, wenn « — AUdann ist S~0, also (I — *i' \/«. 

Die Ljibestinnntheit des Vorzeichens wird gehoben, sobald man auf die Formel (1') /nrütk- 
geht und daselbst u = — 1 setzt. Da ( — — 1)^ so ist sie für * = ' j auf beiden Seiten 
durch S{—iyai^^~*/i) tbeilbar und giht anmittelbar die Be«tinunuag (4). äoaach iat 
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»s^+S. Im F«ll « podtiT und <1 ist, kann man dlM andi «o ■dn vitm 



wobei von den Sumnwii alle Glieder «mgesdiloMon dnd« in denen r eb ^Helikdies von n irt. 



»-1 



IbI a— — 1 und n von der Form 4/<-f i, so ist u " — 1, daher a' '—u'. Auf der lin- 
ken Sdte der Oleickaag (1) fidlen die OUeder nut C «reg und die unendliebe Reilie «uf der 
reehten Seite wird gldch 

well l/^^O, und denmacli 

.i'd.in5x(-iyB(f*-^i)=x(-iycortw.^eirKi..-,) 

woraus fiir * = 

ft,'-'^rfsin'fjF(-l)1l(^,«-l) = X(-l)'H(^,-.), (7) 

die Hiimmen nach ihren botrefTcndcn Argumenten ,von 1 bis ^3(1 — 0 geoomniMli Die letiteie 

Gleichung heiaet auch, im Kall t positiv ist, 



wo alle Glieder fehlen, in denen r niclit piiiu an n iat 
/ ESa sei II eine JVima mn ao findet man die betreffsadett Beetimmiingen am dnfiusliaten 

4CuB den Gleichungen (1) §. X selbst. Für n^i und a»4 erbllt nun aas der iweiten die 
«clioo in §. VIII angegebeoe Relation 

FBr n=8 konuut eine mit (7) gleichlautende fiestimnrangf wenn man in dteeer (— l)'issl, 
(— aetat, und man kann «le, falle «<1 Ist, ao aehrtiben 

$.8'' Valn-(l + — H — : — 

^ a'-' ö«-' 7'-' ' 8' 6' 7* 9' 

AiL« dtr ersten der genannten Gleiehiingen (1) er'^ieht man, da«« die Gleichung (5) auch 

fiir fi=4 und m=:8 gilt, wenn man in ihr (— setxt. Wenn «<1, so beiaaen die lieiden 
Fermeln 

2.4- rfcos^a— ^zr+7r~-)=i— ^+-^~^-^-- 
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von denen die enrte coent von H. Malmaten (TkeormiMa «om dl» ünAftyr. dfüta. f^t$ai. /8497 ' 
und H. Sehlömilch (Grutierfn Anhic f. Moik. lid. lü) |)iibluirt wurde. 

nnht're Poten/en von 2 goU» die ncmlifhcn nrMiiiimungen. 

Pchaiidrlt man <Xw (ik-iclinng (J) X in gnriz gloicher Weise, wie dk (jldchung (2), 
so kommt, wtiiii man -^icli <loi- nomliclicn Ile/.citlinniigvn bedient 

wobei in d«r letzten Sunune atle Glieder fehlen, in denen f «in Vlel&cke« von m i«t. Diese 

Gleichung gilt filr joden von I verschiedenen Werth von « und ist von der Dirichlet'BCfacn 
Angalns CBew. d, Satzi $ etc. Abh.d. Ak. z. Berlin /SJr. §. i) nur der Form nach ver^schieden (ver- 
möge Gl. (3) dicäc» Wenn nun u imaginär ist, oder u~ — 1 und gleieh/.eitig n von der 
Form 4/1+3, «o verechwinden auf der linken Seite die tranwcend«nt«n Glieder tind man hat 
einfach 

-ijP«'r=X«'»in*wX«-7 (8) 

wo die beiden ersten Summen nach ihren renp. Aigunienten von 1 Ua , die leiste Qber 
« alle an n |i«imen ganzen Zahlen I von 1 bis k au nehmen sind. Flhr «sc — l kommt 

Wenn ab«« — I und n vou der Form 4/<+l iät, 40 verschwinden aui'der linken dette 
die rationaleB Glieder und man erUUt 

-^•(-l)Mog2.in" = ^*2-(-ir4 (n^V+l) (lo) 

Die Koeffizienten (—1)* sind entweder +1 oder —1, je nach dem r und i Quadratreete oder 

Isiehtquadratrestc von n »iod. 

Die Anuabwcn «c = >>, Vi, J', endlich geben aus der Gleichung (3) X 

• f. XIII. 

Die Gleichungen (4) und (Ii) dcä vorhergehenden §. enthalten die von Gau»» iStmms^o 
qummL ^trienm «Aif«/. Na». Cmm. Colt. I) und vcm Dirichlet (Vektr ekm mm Ammutms «fe. 
Äkk. i. JÜL s. Url tS^} hergestellten Sommen 

V^8int'«H'«iaS^+«in8>to-|-....flin (n-l)^tt, (tt=4ft+8) 
Vssl+co»li94cee2V|-....co0<ji— 1)^, (ii=VI'l)' 
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wo M eine PrtnuMbl bedeutet. Da nemiich (n — ry'^r^(mo(\jii), so wird 

lI = 2XaiiiHw, V = l+2J5:cosr»w, 

die Siimmon von r~I y,('< — O (^f*n«mmori. Statt der Kooffizientcn H dürfen deren kleln- 
aten Rc»te /uin Modiii n genomm«!n werden. Es sind dies sämmtliche Quadi'atrcste von n, 
welche, wenn sie der alwoluteD Ordeae nacfa <^]ii genommen werden, tiieil» positiv, theik 

negativ sind. Es sei nun n— 4/14-8 und — h ein negotiver Quadratrest von h, so ist A ein Nicht- 
quadratrest; (li tntiaci) wird t zz23'±sinA<>j, worin die Glieder mit dem [>>i>!tiven oder negativen 
Zeichen versehen sind, je nachdem h i in Quadratrest oder ein Nichtquadratrest von m ist , d. h. 

Ii = 2 ly» sinAw — 

wegen Gleichung (4). Bei der nemlichen Vomuaaotziing über « wird, wie Idcht xa aehen, 

V^l-f eosu-|*c<M2B>+ ', ..cbfl(ii^l)(tf sO. 

Es aei 4/<+l. so rind die negativen Quadratx^ste den posttiven der abeoloten OvOwe 
nach gleich; daher wird l'— 0 und V ^l+42teoeMtft wenn man mit a die positiven Quadrat- 
reste bezeichnet, %velche </j«. Bezeichnet man ebenso mit b die positiven Nichtquadratreate, 
welche sind« ao ist ftir die Summe aller Wurzeln der Gleichung a*— 1=0 

0= l4'2XcoMii/+2Xcoflte». 

Dies von V abgezogen, gibt ~ 

V = 2 ^(cosöc* — cosA(r)} = 2X( — l)'*CüsA<-/ — y^n 

wegen Gleichung (6). 

Wie sich endlich aus den Werthen von V und V der ("undaracntaLiate In der Theorie; 
der qnadratiflcheii Reste beweisen Übst, bat D}richlet am «. 0. nachgewiesen. 

Es. ist nicht ohne Interesset Ausdrücke fOr die beiden andern Snmmcn 

1) äinAw, («=r4//+l) 

xa soeben. Es »ind dies, wenn dieselben von A=l bis 'Ain—l) geuommm werden, eigen- 
thamliehe Koostaaten, die sich dnroh uneadUohe harmoniaßhe Reihen ansdrttclcen lassen. Bfan 

erhält diese aus der Gleichung (A) des vorigen §. Man raultiplizirc dieselbe mit aS w6 a 
ein<* Wirr/el der Gleirhinvg («) bedeutet, setze r=:l,2 — («— 1). addirr die GleichongSllf in 
denen r<^>3« und Mditriilüre von ihnen diejenigen wo Jv>Vj/i, so kommt 

Die dumme auf der linken Seite ist sn nehmen von r^l Vbi Ji'jCii^I)» diejenige auf der rech- 
ten Seite von '=1 bis ky und es wurde gesetat 

Soll u— — ! nngenommen werden, so sind zwei I'iillc zu unterscheiden, nemiich wo tt=^4u+\ 
oder =4fi+3. Im ersten Fall ist ( — !)'■■=(— l)'»-'', so daas auf der linken Seite die Glieder 
mit II wegfallen; auf der rechten Seite wird, Je nachdem l ein Vielfaches von a ist oder nicht. 
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Mm erhUt damit laicht 

W'iloo6yX(-im^,«-l)=X(-ir«iil« . Jf{-l)*B(-J-,-#), (I) 
all» Suniimn von 1 Us ktC«— 1) gsnomnien. Setet man as'/*T "{O Iimm»* 

/ i(-l)'8inA«i=i^j:(-l)V-, V , — ^ 

wobei die äutnmeo recbterhand Uber alle xu h primen gan^on Zahlca von 1 bie k au»ge<l«hot 
sind. 

'Im swaiten Fall, wo ass4pf3, wird (—i)''=—(— !)'"-% «« verachwinden dalier link» 
die Qliedar «H Q und feiner ist, je nacbdem m ein Vielfadlea von n Ist oder mdit 

f(/n=U Jta'^^aC-ir« X(-l)*cos»«»; 

demnndi kommt 

rtslnyJ?(-iyil(^,»-l)=»-r(~l)'oosto.JE(_iy€K-S-»-l) («) 
die Swnmea von 1 Us i^Oi^l) genonunen. Die Annahme fs/t gÜi* 

f. XIV. 

E» »ei in der Ulcichiing (A) §. Xn m «toa IMmm «Mar iwf ari ad y w frfwtaWssji^, »q stellen 

'die Reste der Poteosen 



der priaüüveQ Wunicl ; von p bei der Di\iBion durch n alle ganzen Zaiilen dar, weiche zu p 
prim sind. Es ad * 

r=f*'(niod.^^ 

wobei der IndsK a^^Cp— s^ Alle ( wekbe anm Mbd«! j*^ kongruent sind, haben den 
nemKehen Lidex C|} aber alle t, welche amn Ifodul inkongraent sind, haben veiaddedene 
Indlees, und die Lidices aller Zahlen^ i«elehe < und sn p relative Piimsahlen dnd, 

ai»*«»ai#"«a^i_j 

stellen die ganse Zahlenreihe 1, 2, 8, . ... ip—i^f^^ in unbestinunter Ordnung dar. Für alle l, 
welehe xum Modul ff kongruent sind d. b. IBr 

«, H-V l+(/-*-D/ff 

Bind die Indioes kongruent sum Modul (p— Oj»^'"' und stellen die Reihe der Zfhlen 

in unbeathnmter Anfieinandecft>]ge dar. Es sei femer <r eine von der positiven ffinheit ver- 
schiedene Woxsel der OleidMug 
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Wir betracbtea doa Auadruck 

wobei die Summe von r=l an über alle r, welche «u p prim »ind, und deren Anzahl ^(p — 
auMgedeluit gedacht wird. Ist t za p relative Pkittnalil und rf~A(mod.n), bo ivird 

und folglich 

wo die Summe nadi h fiber «lle gemen an p primon Wertfae von 1 bf« »— 1 genommen ist. 
Wenn < «u j> mclit prim ist, sundeni =T.^~', so wird 

und wir kSonen die Summe in mehrere Summen trennen, onter denen die erste von r=l 

bi« (p— die «weite von bis 2(p->l)jr'^^ n. s. w., die letrte vun 

bis genommen «Ind. Ifan nebt mm leidit, daes In diesen 

Summen die entspreHiendon rxum Modul kongriieiit sind und da-^s folglich die Potenzen von »• 
resp. die gleichen sein werden. Vereinigt man dahor die entsprechenden Glieder aller Sum- 
men, so kommt 

wo die eiste Summe Aber eile gatiBen Werthe von f =:0 bis ji^~'->-l, die zwmte eber Aber 
alle ganaen an p primen Wwtbe von r=l Ua aoagedebnt ist lat nnn « eine prhti&M 
Wunti der Oleiebnng («), ao stellt die erste Smnme die Sumne elier Wurseki der Oleichnng 

dar and lat folglicb gleidi null, «o daaa in diesem Fall 

Wenn a=- — 1, so sind siamitliebe CUiedm der ersten Sonnne =1, indem ihre Exponenten 

gerade Zahlen und, dieselbe üolglioh und die aweite Summe kann« wie wir im §. XII 

schon gelhaa hshcfl, tranafonairt «erden, so dass jetat 

wo die Summe Über alle au p primen h ausgedehnt iat, welche <^ sind. 
Wenn endlidilr ein VlelfiMibee von ^ ist, so wird 

Mail jiiultiplizire die Gleichung (A) §. Xil mit a'^y «Mstzc nach und nach fiir r all« ganzen 
'Werthe, welche au ji prim und ^jt sind, und ad^re almmtliebe ^ l e l e h n wg eo, so konunt 

6 



I 
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ivolMi a eine primitive Wurzel der Gleichung (a) ist und WO b dar unemdliehan Rdb« «nf der 
reditea GMte alle Glieder fohlen, in denen t nicht m ii prim iat 

Dn c, , = (^)l»*^'+<^r » tt**-^=^'~a' . In der geAmdenea Gleiehung w- 

schwindeo daher die Glieder mit U und es bleibt einfach 

waa in der Form mit Gleiehung (S) §• XII übcrcinstiinint, und wo die Summen Ober nOe au 

n primcn Wcrthc ihirr Arptimmtp, wclchn <V..« siiul, gc^nonutten werden mftaeen. £e gilt 
somit auch die Gleichung (3) jvnvä §. für PriniÄahlpotcrLzi-ii. 

Wenn a= — 1 and p von dt r Form 4^+3 hi. so i;rbält man 

^J? eo«;^I.,._l)+ei)SinJ^B(I. , =F. JPC-l)'^ 

wobei mr AbkUnung 

P = XC-l)=8in^+/»i-Z(-l)*8in^+....+|»a-*)(»-l)^(_l)c^!^ 

geaetat wurde. Da f vw der Form 4ti+3, ao wird wie vorlnn (-^1)'^-''=— (— i)^ und fol^ieb 

-.rfn'eoa2X(-iy€(^,f-l)=:F.Z(-im^^,-*) 

Die Annahme »= /4 gibt hieraus 

wird hierin l — 1 für A gesetzt und die entstandene Gleichung mit p multiplizirt, so erhält 
man eine Bestinunung, weksbe mit der vosig» ttber^atinnut, in der aber dae erate Glied 
links fbhit. E« folgt daraua, daae 

j:(^l)*ein?y=0, (p=:ift^ - (2) 

p 

für jeden ganzen Werth von der ^i, und wobei die Summe über alle m p primen h aus- 
gedehnt ist, vrelehe K^Vtl^- l^ic Substitutioo des Werihes von P gibt eine Gleichung, welche 
mit (5) S- 3£n identiach ist 

Ist or=— 1 nnd f Ton der Fonn ^+1, ao wird (— !)*■-*=(— 1)*'; ea Allen daher die 

Glieder mit G weg und man erhält ganz auf die gleiche Weise, wie im Koletat belAndeltaia 
Fall eine mit (7) §. XII identische Gleichung, sowie die Bestimmung 

wenn und die Summe über alle h genommen vi'ird, welche K,V%9^ 9 
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I. \v. 

Indem wir schliesslich n als eine iiuaamenjfeteUte Zahl vorausaetzen, mag ea. genügen, 
£es«lbe 80 aunmehmeDf als ob sie ein Produkt von dnfadieii ungeraden PrimiaUen Bei, und 
dieses um so mehr, als £e Annahme, dnss n ein Produkt höherer Potooien BolckeT Frimnhlen 
sei, keine wesentlich venehiedeinen Resultate darbietet. Es aei «l«o 

> >r 
H = p.p.p ... 

WO f , p\ p" ungleiche ungerade Primsablen bedeuten, deren primitive Wursiebi g\ jr"f>* 
seien. - F^er sei 

r=f*'(mod.j)), <=ff" (mod.p') , t^y ' (niod.j>"), 

und tf, e'i c'V» mim resp. kleilner als Endlich sflieii or, a'y «",.•• von der positiven 

Ebdirat vendiiedene Woneln der Oleiehimgen 

o'"*— l=sO, ce^-*— 1=0, 1=0,.... 

Wenn w nun die Gleichung (A) §. XU mit .a^' .tt^^,.. multipliziren, alsdann für 
r alle gannen Zahlen amiehmen, welche <Cn sind und mit n keinen gemeinschaftlichen Theiler 
hiilien (d(>rcn Anzahl =(|i— — l)Oi"— 1)...) und diese Qleiokungot eimmtlich addiren, 'so 

erhalten wir 

-4t;C«V' ... |<CO»^«(^,.-l)+8hlyM(£-,.-X)j =^/^(*'--)^ (1) 



gesetzt wurde. Es ist nun leicht /ii bemerken, das», sobald / zu n nicht relativ prim ist, die 
Grösse f verschwindet, indem alsdann je zwei Glieder der Sunune sich gegenseitig serstören. 
Wenn aber l mit n keinen Theiler gemein hat, und es ist 

ff=A (mod. fi), 80 ist auch rt=h (mod. p) 

daher c,-}- Cr = (iiiüd.//~l), a'=aKa~''^ 
und ebenao bei dien Potenien voin a, a" ... 

.Die OrSese «of der rechten Sette der GHeiehung Cl) geht demiiach Itter in 

f 

Die erste Summe erstreckt sich über alle A, welche und zu n prim sind, die zweite über 
alle t Ttni 1 bi» ft, welche zu n pim rind. 

Es «den die Wuiieln «, a\ a*,... slmmtfieh inu^jüiKr. Wenn r an s prim ist, so ist 
»— r ebeafalle au n prim, es kommen folglich sowohl a*^ a''*',... als or"'*', a in der 

Summe auf dar Hnkem Seite in (1) vor. Ist die AkuM <kr Ft/ttarm j>, f', ji",*** ^ MfMfMls, 
BO geht, weil 

diese Gleichung über in 

e^rfcoa jXrt'a*'...fi(-J',#-l)=JFrt«a^...Bin4w. (2) 



Digitized by Google 



Ist aber ^ AnsAhl du Falctcw«ii p, p\.„ «n« p«radl», so crliilt man 

fi«<f da" JFa V^. . . »(^ , »-1) = Sifia^. . . eoaku X^r^a-^. . . H , (8) 

wobei die Suinmationen nach ihren resp. Argumenten auazudchnco sind übet alle ganzen Warthe 
denelbeU} welche ^'/i(n—l) and sn n prim sinid. 

^Setet nuM in diesen beiden Gleichungen or*, ftr «, ixaA ao erhilt 

nuui raap» wie in §. XU folgende xwei Belationen. 

Sind eile «, a', (r'V>> gleich — 1, so ist fUr dicgenigen p, welche von der Fonn 

sind 

(-l)V=(_i)*.-.. 

und für difijenigen f, welvhe von der Form 4/(-|-3 »ind 

(~l)'' = -(-l)'-'. 

Tn (lern Fall, wo dif Anzalil der /> von der Form 4^+3 eine ungerade ist, d. h. wenn « selbst 
von der Form 4«+^, gelten daher die Betrachtungen, welche auf die Gleichung (2) fährten, 
und letitere eelbrt nook. Wenn ebef die Anaehl der p von der F<»nn ein« gerade ist, 
d. h. wenn » von der Fon» 4^+1 ist, no ^t die Qleidnmg (8). Man e ch lieee t bieratts weiter, 
daw 

J?(-l)'(-ir..»i"A«= iH=^ift+9) (ö) 

Die Betrachtung ist leicht zu vorvülLstiindificn für den Fall, wo nur oin Tlicil der « 
gleich — 1 ii^t. Alsdann mus» für diese a die Aiixahl ihrer Module p von der Kofiiii 4/<-4-3 
ungerade bei», damit die Gleiehong (2) gelte, und gerade, damit die Oleidinog (3) gelte 

Hat n den Fator 4, eo verhalt sieh Aeeer gans im mH0 mgtrsie PrimtaU von der Ftrm 

4l|i+3, mit dem einzigen Unterschied, dass sein sugehSriges o immer = —1 genommen werden 
mims. A!:a primitive Wurzel von 1 ist die 55ahl 3 anzunehmen. Ich bemfrkp. dass Für den 
besondern Fall, wo }i = 12, die Gleichung (3) die von U. Scheibner (Schtömilch ZmUchr, f. 
MM. Mrf. S B. 4) nütgetheilte Relation gibt 

•2.12 ' 'rfsin^Cl r- -O^l ' ^+... 



Saue 8 Mla 10 v. a. tbeleh«: wcaa »<1 tot 

n IS « 16 r. 0. lies: vereinfacht sich, statt: varschwindat 

, , , t T. a. II«: O-C«-^!, rtrttt 
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